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Riassunto. Vengono esposte le proprietà di base sia delle funzioni multivoche 
regolari, una generalizazione delle funzioni continue ordinarie, sia dei quozienti 
differenziali generalizzati, una generalizzazione del differenziale in A" . 


Abstract . We expose the basic properties both of regular set-valued maps, a 
generalization of the continuous functions, and of generalized differential quotients, 
a generalization of the differential in A”. 


157 


QUOZIENTI DIFFERENZIALI GENERALIZZATI 


ANGELO CAVALLUCCI 


Il classico Principio di Massimo di Pontryagin [6] per i problemi di controllo e’ 
stato esteso a tipi di problemi via via piu’ generali da vari Autori e in particolare 
da Clarke [3], Warga [12], Halkin [4], Kaskosz e Lojasiewicz jr. [5] e da Sussmann 
in una serie di lavori (cfr. [9], [10], [11]). 

In tali estensioni del Principio di Massimo sono state utilizzate varie generaliz- 
zazioni del concetto di differenziale e in particolare Sussmann ha proposto almeno 
quattro tipi di differenziale generalizzato (cfr. [8], [10], [11]). 

Nelle sue estensioni del Principio di Massimo, Sussmann ha seguito sostanzial- 
mente il metodo di dimostrazione originale di [6], ma utilizzando differenziali ge- 
neralizzati in luogo del differenziale ordinario. Anzi, nelle varie generalizzazioni del 
concetto di differenziale si e’ sempre preoccupato di conservare le proprieta’ del 
differenziale ordinario utilizzate in modo essenziale nella dimostrazione del Princi- 
pio di Massimo contenuta in [6], ossia principalmente buon comportamento rispetto 
alla composizione di funzioni e validita’ di qualche tipo di teorema dell’ applicazione 
aperta. 

Qui ci proponiamo di esporre la sua teoria dei quozienti differenziali generalizzati. 
Per questo occorre introdurre preliminarmente le applicazioni regolari, che sono da 
considerare una generalizzazione delle funzioni continue. 

Se X e Y sono spazi metrici (con distanza d), indichiamo con M(X, Pialle 
X x Y} la classe delle multifunzioni F, che identifichiamo con il relativo grafico, da 
X a Y. Ricordiamo che, per FCX xYeGCYxZ, 


F(x) = {y € Y](2,y) € F} 
Do(F)= {x € X| F(x) #0} 
F-1(y) = {rx € X] (2,9) € F} 


GoF={(x,:) € Xx Z|IyeY:(2,y) € F,(4, 2) E G} 


F si dice superiormente semicontinua (u.s.c.) se per ogni r € X e per ogni aperto 
Q D F(x) esiste un aperto O 3 x tale che 


F(0) CQ. 


Typeset by A1mS-TEX 


158 


Proposizione 1. . Valgono le seguenti affermazioni 

a) Se F= F (chiusura) e Y e’ compatto, oppure se F e’ compatto, allora F e’ 
U.s.C. 

b) Se X e’ compatto, F e’ u.s.c. e F(x) e’ compatto per ogni x € X, allora F e 
compatto in X x Y. 

c) Se F e’ u.s.c., F(x) # 0 convesso per ogni x E X e Ye’ uno spazio di Banach, 
allora per ogni e > 0 esiste fe: X —+Y continua (a un solo valore) tale che 


’ 


fe C F°, 


fe(X) C coF(X)= involucro convesso di F(X), 


con F° = {(x2,y) € X x Y] d((2,y), F) < e}. 
d) Se R" > K +) compatto e convesso e se FC K x K e’ u.s.c. con F(x) #0 
convesso e compatto per ogni x € K, allora esiste © € F(3). 


Per la dimostrazione rimandiamo a [1), [8]. 
L’affermazione d) e’ nota come ” teorema di Kakutani”. 
Poniamo, seguendo [8], 


M:(X,Y)= {FC X x Y] F compatto). 


Se F, F; € M:(X,Y) per j > 1, diremo che la successione F; converge in grafico a 
F se per ogni apero £ D F esiste ja tale che 


F;CIperj> jo. 


Diremo che F C X x Y e’ regolare se per ogni compatto K C X si ha 
i) Fgt=FN(KxY) e’ compatto, 
ii) esiste una successione di funzioni continue (a un sol valore) 


f:K_Y;j21, 


tali che 
fi > Fi 
J+00 
Indichiamo con REG(X,Y) l’insieme delle multifunzioni F regolari da X a Y. 
Elenchiamo nelle proposizioni che seguono alcune proprieta’ delle multifunzioni 
regolari. Per le dimostrazioni si veda [8]. 
E’ chiaro che ogni funzione continua 


fS:XY 


appartiene a REG(X,Y). Viceversa si ha la seguente proposizione 


Proposizione 2. . Se F C X x Y verifica la condizione i) e se F(xo) = {yo}, 
allora 
sup d(y,yo) —>0 per r —> ro. 
yEF(2) 
Ne segue che, se F(7) = {f(x)} per ogni x € X, allora la funzione f e’ continua 
su X. 
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Proposizione 3. . Supponiamo X compatto, F_ € M.(X,Y), 
Îfi:X-Y continua per j > 1 


e poniamo 
[e.©] 


L= (\{&5@)lzeX,j>%}. 


k=1 
Allora si ha 
a) se f;(X) C K compatto per j > 1, allora 


Le REG(X,Y) e f; SÈ 
’ j 


b) sono equivalenti le affermazioni 


i) f; 5 F; 
j+00 
ii) LCFeF=FU{(z,f;(2))] x € X,j 2 1} e’ compatto ; 


iii) F, e’ compatto e per ogni insieme infinito J C N si ha 
(2;,f;(2;)) side) (1 y) È F; 
iv) f;(X) C K compatto perj> 1 e 


(ci, fi(2;)) 3,09) (2,9) € F; 


JIj doo 
v) fi(X) C K compatto perj>1 e LC F; 


c) se F € REG(X,Y), allora F(X) e’ compatto e F(x) #0 per ogni x € X. 
Proposizione 4. . Se F € REG(X,Y) e G € REG(Y,Z) , allora Go F € 
REG(X,Z). 

Proposizione 5. . Sia X compatto, F € M:(X,R") e F(x) #0 convesso per 
ogni x € X. Allora F € REG(X,R"). 


Questa proposizione segue dalla Proposizione 1. 
Proposizione 6. . Sia B = {x € R"| |e| < 1} e sia F € REG(B, R"). Allora si 
ha i 

a) se F(B) C B, esiste z € F(z); 

b) se 0<a<1 ese 


lel=1=>d(x,F(2))<a, 
allora 
(1- a)BC F(B). 


Questa proposizione e’ un corollario di una proposizione piu’ generale contenuta in 
BI 

Veniamo ora alla definizione di quoziente differenziale generalizzato per multi- 
funzioni F CR” x R". Poniamo B = {z| |e| < 1} sia in R” che in ogni altro 
spazio normato che considereremo. 
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Definizione. . Sia (0,0) € FC R” x R°,SC R",A7#0 compatto in L(R",R") 
= {L: R" —; R"| L lineare}. Diciamo che A e’ un quoziente differenziale gene- 


ralizzato di F in (0,0) nella direzione S, in simboli A E GDQ(F;0,0; S), se 


Ve > 0,36. > 0,3G. € REG(SN6B,A+ eB) : 


i) SN6é.B = compatto in R", 
ti) G.(x)x C F(2) per ogni a € SNÒ6B, 
ove 


Ge(e)e = {Le| L € Ge}. 


I quozienti differenziali generalizzati sono dovuti a Sussmann (cfr. [9], [10], [7], 
[11]) insieme con le proposizioni che seguono. 


Proposizione 7. . Sia f una funzione ordinaria continua in un intorno di 0 in 


R", a valori in R" e differenziabile in 0. Allora si ha 


f'(0) € GDO(f;0,0; R"°). 
Infatti si ha (cfr. [2]) dalla definizione di differenziale 
f(2) = f"(0) + lelw(2), (2) 0=%w(0). 
Poniamo, per h € R", 


G(x)h = f'(0)h+ < h, Fa) > perz #0, 
G(0)h = f'(0)A. 
Allora G e’ continua e si ha 


f(x) = G(x)e, G(0) = f(0). 


Sussmann afferma che questa proposizione e’ stata una motivazione per la sua 
definizione di quoziente differenziale generalizzato. 

Sia f una funzione (ordinaria) localmente lipschitziana in un intorno di 0 in 
R", a valori in R”. Allora l’insieme E; dei punti in cui f e’ differenziabile ha il 


complementare di misura nulla. Il differenziale generalizzato secondo Clarke [3] e’ 
definito da 


050) = cal tia Peg &s sa pa 


ed e’ compatto convesso non vuoto in £(R”, R"). 


Proposizione 8. . Per la funzione f si ha 
0f(0) € GDQ(f;0,0; A"). 


Osserviamo che per la funzione localmente lipschitziana 


f(x) = x? sini per r #0, 
S(0) =0 
si ha 
{0} = {f"(0)} € GDQ(f;0,0; R), 
0f(0) = [-1,1], 


mentre per la funzione non localmente lipschitziana 


f(3) = sini per r #0, 
f(0)=0 

si ha [--1,1] € GDQ(f;0,0; R). 

Infatti la multifunzione G data da 
G(2) = {sin} per 2 #0, 
G(0) = [-1,1] 

e’ regolare per la Proposizione 5. 


Proposizione 9. . Sia F; C R" x RI SCR, Ae GDOQ(F;;0,0; 5;) 
i=1,2 e sia 


F1(S1) C Sa. 


Se S2 e’ un cono convesso chiuso, oppure F\ e’ a un solo valore, allora 
A7z0 Ai E GDQ(F, (e) F,;0,0; Si). 
Se invece Fì CR" x Ri, S; C R":, A; € GDQ(F;;0,0; Si) per i=1,2, allora 


Ai x Az E GDQ(F, Xx F2;0,0; Si x Sa). 


Proposizione 10. . Sia F C R" x R", sia C un cono convesso chiuso în de. 


A € GDQ(F;0,0;C) e sia Dun cono convesso chiuso in R" tale che 
D C {0} UintL(C) per ogni L € A. 
Allora esistono le costanti è > 0, a > Ve il cono convesso A in R" tali che 


i) DC {0} VintA, 


dî) ANEeBC F(CNaeB) per 0<e< e, 
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per 


sia 
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iii) per ogni y E A con |y|=e< €, esiste Zy compatto e connesso in [0,1] x (CN 
aeB) per il quale si ha 


0 € Zy(0), 
ry € (Fo Zy)(r) per 0<r<1 


Osservazione. Se C = R" e 
L(R") = R" per ogni LE A, 
allora si puo’ prendere D = R” e quindi sara’ A = R" e la ii) assume la forma 
eB C F(aeB) per 0<e < €. 
Consideriamo le funzioni (ordinarie) 
R°"xR259A3(2,t) — f(2,1) e R", 


Do(é) 3>t (£(t),t) c Q, 


ove Ne aperto, Do(é)e' un intervallo non vuoto, f(:,t)e' continua per ogni t, 
f(x,-)e' misurabile per ogni x e per ogni compatto K C Nesiste Pg E L!(R)tale 
che 

|f(,t)| < $x(t) per ogni (x,t) € K 


La funzione £(-) si dira’ traiettoria di f se e’ localmente assolutamente continua e se 
É(t) = f(£(t),t) ad. su Dol6) 
Poniamo per ogni (r,b,a) € R"x RxR 
®'(2,b,a) = {€(b)| £= traiettoria di f,a,b € Do(€),É(a) = 2}, 
D' (1)b,a = (x, b, a). 


Puo’ essere Di (x)3,a = 0, ma si ha comunque 


DI ()a,a = {r}, 
DI ()ch O) DÎ (£)b.a = DI (2)c,a sea<b<c. 


Sia C un cono in R, (7,7) € 2, 0#V CR”. Diremo che V e’ un insieme limite 
approssimato di f in (t,t) lungo C'e scriveremo 


V € App-lim f(2,t) 
c 


(2,0) (5,8) 
se { 
- sup d(f(2,t),V)dt — 0. 
ho J_, lesse pani 3 
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Sia A = {(2,t) € R° x R| le-zl<e.l-i]<ht-fe C} CQ, coné> 0 e 


h > 0, e sia dato l’insieme misurabile E C{te RIkb-i<ht-fe C}. Se ie’ 
C-punto di Lebesgue della funzione dx e punto di C-densita’ di E e se 


Jim, f(2,t) = f(2,9) 


EdIt-4È 


allora si ha 


(+) {f(7,1)} =: App-lim f(2,t) 


(2,06) -(£,É) 


Nelle nostre ipotesi su f, vale la formula (*) per quasi ogni È. 
La funzione multivoca misurabile 


R > [a,b] 3t + A(t) # 0) compatto convesso C $(t)B C £(R",R"), 


ove 0 < da € L!(a,b), si dice generatore variazionale di f lungo la traiettoria € di f 
se [a,b] C Do(é)e se esistono la costante è > 0e la funzione 


]0, &] x [a,b] 3 (a,t) + ka(t) € [0, +00] 


tali che Ka(-) € L!(a,b)e 
b 
J ka(t)dt 0 per a + 0+4, 
a 


i ( min, If(#,8) — f(6(t),t) — Lx — €(t))]) < aka(t) per ogni a,t 


Indichiamo con T(A) l'insieme delle selezioni misurabili 
la,b) 3t > L(t) € A(t) 
e indichiamo con Mr la soluzione (matriciale) del problema, per a < t < b, 


D.Mz(t,s) = L(t)Mr(t,5) pera<t < b, 
Mr(s,s) = Id. 


Se Vi # 0) sono sottoinsiemi di R”", poniamo 
Mi,a(A;V4,V_)={R"x R"x R" 3 (y, 0,8) + Mz(b,a)y+ 


Buy — aMr(b,a)v_| LET(A),v_ € V_,v4 € Vi} 


Ora siamo in grado di enunciare la seguente 
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Proposizione 11. . Se Ae’ un generatore variazionale di f lungo £, se C4 e 
C_ sono coni in Re se per Vi- # ) compatto e convesso in R" si ha 


Vi= App-lim f(2,t), 
c 


(2,8) + (£(5).5) 
V_= App-lim f(z,t), 
boia 
allora A 
Mi,a(A; V+, V_) € GDQ(D'; (E(a),b, a), €(b); C'), 
con 


C=R"x(b+C4)x(a+C_). 

Osservazionel. Supponiamo che per f e la sua traiettoria £ : [a,b] — N" sia 
soddisfatta la condizione 

|f(2,t) — f(2',8)| < de(t)le — 2°] per Je — E(9)] <a, le — (|< G,a St <b, 
ove @ > 0e de E L'(a,b). Allora si puo’ prendere 

At) = dr f(€(t),t), 

essendo 9, f(x,t) il differenziale generalizzato di Clarke. 

Osservazione2. La multifunzione ®/ e’ regolare localmente in ogni punto 
(7,t,#)tale che (7,1) EQ. 
Proposizione 12. . Consideriamo la funzione 

R">)9Q35r—f(a) € R" 
continua con $ aperto e poniamo 
5/(x,t) = 2/(2,t,0), 
L'(x)(y,r)=y+rf(x) per (r,r) e Rx R. 
Allora si ha 
{L/(2)} € GDO(P';(2,0),c; R"). 
Supponiamo ora f,g € Lipioe(I) e poniamo 
E; = {rx € Q| esiste il differenziale f°(x) }, 
[f,gl(2) = co{ lim [9'(2;)f(%;) - F(c;)g(c;) EsNE di Pe} 

Allora riesce [f, g](x) # Q convesso e compatto per ogni x € Q, poiche’ A \ Ey ha 


misura nulla. Nelle ipotesi attuali su f e g, l'insieme ®/(x,t,0) ha un solo elemento, 
per |t| abbastanza piccolo, che indichiamo con re'f. Dunque sara’ 


D/(x,t,0) = {ref}. 

Poniamo anche, per |t|, |s| abbastanza piccoli, 

YV.9(r,t,5) = rell ee '1Se79, 

0/9(2,9) n vI(x, ve, ve) per e > 0, 
YÎ-9(x, V=e, V=-e) per e < 0, 
A(x) = {R" x R3(y,r) y+ru]w e [f,gl(x)}. 

Vale la seguente 
Proposizione 13. . Se x € Ne f,g € Lipioc(2, R", allora 

A(x) e GDQ(0Î9;(2,0),c; A”) 


10. 


DL. 


12. 
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